
收稿日期: 2004- 07- 26; 修订日期: 2005- 01- 13

基金项目: 航空科学基金资助 (01C52017)

作者简介: 高希光 (1981- ) ,男,福建沙县人,南京航空航天大学能源与动力学院博士生,主要从事航空宇航推进系统结构、强度

与振动研究.

第 20卷　第 4期
2005 年 8月

航空动力学报
Journa l of Aerospace Power

V o l120 N o14
A ug. 2005

文章编号: 100028055 (2005) 0420584206

纤维位置随机引起的复合材料性能
分散性研究

高希光, 宋迎东, 孙志刚
(南京航空航天大学 能源与动力学院,北京 210016)

摘要: 采用M onte2Carlo 方法分别用均匀分布和正态分布模拟复合材料纤维中心位置的随机变化,得到材料

截面图像。然后用像素对材料截面图进行网格划分,作为通用单胞模型的输入,计算出复合材料性能的子样。

最后用数理统计的方法处理数据得到材料性能的统计特性数据。分析结果表明:本文采用的模拟方法是合理

有效的。由纤维位置变化引起的材料分散性随纤维体积比的变化先增大然后减小。三参数威布尔分布和正态

分布较好地描述了各个弹性参数的分布。
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Abstract: Based on M on te2Carlo m ethod, un ifo rm sim u la t ion and Gau ssian sim u la t ion

w ere u sed to sim u la te the stochast ic f iber locat ion. T he dig ita l im ages of the m ateria l cro ss2
sect ion w ere genera ted by the sim u la t ion m ethod. Grids w ere genera ted by m esh ing the dig i2
ta l im age p ixels. Based on these grids a GM C (Genera l M ethod of Cell) m ethod is u sed to

calcu la te the compo site elast ic p ropert ies. T hen, the p ropert ies w ere analyzed by sta t ist ic

m ethod. T he resu lts show that the sim u la t ion m ethods accu ra tely rep resen t the stochast ic

f iber location. T he discrepancy of elast ic p ropert ies increased w ith the vf (vo lum e fract ion of fiber) w hen the

vf is low and decreased w ith vf w hen the vf is h igh. T he th ree2param eter W eibu ll pdf and Gaussian pdf de2
scribe the distribu tions of every elast ic coefficien t accurately.
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　　复合材料的许多破坏失效现象 (比如断裂)与

复合材料的细观结构有密切关系。因为复合材料

的细观结构和组元材料的性能具有随机性,所以

导致复合材料的平均性能也表现出随机性[1 ]。这



就要求对材料弹性性能的分布进行研究。文献

[ 2 ]对纤维体积百分比的随机性进行研究。文献

[ 3 ]研究了组分材料性能随机变化时,复合材料宏

观性能的分散性。然而对纤维位置随机变化引起

的材料性能的分散性研究很少。大量实验表明纤

维位置的随机变化对材料性能有很大影响,所以

有必要对其进行研究。

采用有限元法对代表体元进行应力应变场的

分析,然后根据均匀化理论获得复合材料的总体

性能的有限元计算细观力学法是目前较为有效的

方法[4 ]。然而,任何细观结构的微小变化均将导致

有限元网格的重新划分,因此利用有限元计算细

观力学法来研究细观结构对复合材料分散性

响在计算时间与效率上将有极大的障碍。由美国

NA SA 在上个世纪 90年代提出的通用单胞模型

(Genera lized M ethod of Cell以下简称 GM C)已

经得到巨大发展,是一种快速有效的宏细观统一

模型,现在已经成为美国NA SA 先进复合材料结

构应力分析的主要方法[5 ]。本文就是采用M on te2
Carlo 方法模拟复合材料纤维中心位置和纤维半

径的随机变化产生一系列数字化样本, 并采用

GM C 模型的改进算法计算每一个样本的弹性参

数,通过分析这些参数,得到了材料弹性性能的统

计特性。最后采用相关系数优化法给出了各个参

数的分布。计算结果表明三参数威布尔分布很好

地描述了这些弹性参数的分布情况。

1　低阶二维GM C模型的改进算法

　　通用单胞方法基于如下假设:

( 1) 纤维按某些统计规律周期分布, 如图 1

所示。这样只要考虑某个代表单元 (R EV ) ,将这

个单元划分为N Β×N Χ个子胞 (如图 2 所示) ,分

析这个单元的应力ö应变分布,就可以得到整个应

力ö应变场。
(2) 胞内线性位移假设

假设第 (Β, Χ)子胞内的位移为:

u
(ΒΧ)
i = Ε0

ijx j + xθ (Β)
2 5 (ΒΧ)

i + xθ (ΒΧ)
3 + 7 (ΒΧ)

i

图 1　复合材料周期性细观结构

F ig. 1　Periodic structu re of compo site in

m icroco sm ic lever

图 2　N Β×N Χ规模单元

F ig. 2　A rep resen tat ive vo lum e elem ent w h ich

con tain N Β×N Χ sub elem ents

i = 1, 2, 3 (1)

其中 5 ΒΧ
i 7 ΒΧ

i 为与子胞有关的常量。图 2中 x 1 表示

纤维伸展方向。在各子胞内建立局部坐标系 (x 1,

xθ (Β)
2 xθ (Χ)

3 )。子胞的平均应力、应变分别为 Ρλ(ΒΧ)和

Εγ(ΒΧ) ,子胞的本构方程:

Ρλ(ΒΧ) = C
(ΒΧ) Εγ(ΒΧ) (2)

　　复合材料的平均应力、应变为:

Ρλ =
1
h l 6

N Β

Β= 1
6

N Χ

Χ= 1
h ΒlΧΡλ(ΒΧ) (3)

Εγ =
1
h l 6

N Β

Β= 1
6

N Χ

Χ= 1
h ΒlΧΕγ(ΒΧ) (4)

　　弱化的位移边界条件为:

1
lΧ∫

lΧö2

- lΧö2
u

(ΒΧ)
i

h Β

2
, xθ3 d xθ3 =

1
lΧ∫

lΧö2

- lΧö2
u

(Β+ 1, Χ)
i -

hΒ+ 1

2
, xθ3 d xθ3

( i = 1, 2, 3 ; Β = 1, 2,⋯,N Β; Χ= 1, 2,⋯,N Χ) (5a)

1
hΒ∫

hΒö2

- hΒö2
u

(ΒΧ)
i xθ2,

lΧ

2
, d xθ2 =

1
h Β∫

hΒö2

- hΒö2
u

(Β, Χ+ 1)
i xθ2, -

lΧ+ 1

2
d xθ2
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( i = 1, 2, 3 ; Β = 1, 2,⋯,N Β; Χ= 1, 2,⋯,N Χ) (5b)

　　把式 (1)带入到式 (5)中,得到了弱化位移边

界条件的具体表达式,祥见参考文献[ 6 ]。

以子胞应力为基本未知量, 其本构关系为:

Ε(ΒΧ) = S
(ΒΧ) Ρ(ΒΧ) , 对弱化的位移连续条件改造, 得

到如下方程:

A　B

B′　D

T22

T33

=

c

e
Εγ11 +

H

0
Εγ22 +

0

L
Εγ33 (6)

1
2 6

N Β

Β= 1
6

N Χ

Χ= 1
hΒlΧS

(ΒΧ)
66 T23 = h lΕγ23 (7)

1
2 6

N Χ

Χ= 1
lΧS

(ΒΧ)
44 T Β

13 = lΕγ13 (8)

1
2 6

N Β

Β= 1
hΒS

(ΒΧ)
44 T Χ

12 = hΕγ12 (9)

其中A 为N Χ方阵, B 为N Χ×N Β矩阵, B′为N Β×

N Χ矩阵,D 为N Β阶方阵。c, e, H ,L 分别为N Χ×1,

N Β×1,N Χ×1,N Β×1矩阵。矩阵T22和T33分别为:

T22 = [T 1
22⋯T Χ

22⋯T N Χ22 ]T (10)

T33 = [T 1
33⋯T Β

33⋯T N Β33 ]T (11)

Ρ(1, Χ)
22 = Ρ( i, Χ)

22 = Ρ(N Β, Χ)
22 = T Χ

22 (12)

Ρ(Β, 1)
33 = Ρ(Β, i)

33 = Ρ(Β,N Χ)
33 = T Β

33 (13)

T23, T
Β
13和 T

Χ
12分别为:

Ρ(Β1, Χ1)
23 = Ρ(Β2, Χ2)

23 = T23 (14)

式中:

Β1, Β2 = 1,⋯,N Β　　Χ1, Χ2 = 1,⋯,N Χ

Ρ(Β, 1)
13 = ⋯ = Ρ(Β, i)

13 =

⋯ = Ρ(Β,N Χ)
13 = T Β

13 (15)

Ρ(1, Χ)
12 = ⋯ = Ρ( i, Χ)

12 =

⋯ = Ρ(N Β, Χ)
12 = T Χ

12 (16)

　　以应力为未知量,由 (6)～ (9)式可以解出所

有的应力分量。

Ρλ(ΒΧ)
11 = a

(ΒΧ)
1 Εγ11 + b

(ΒΧ)
1 Εγ22 + c

(ΒΧ)
1 Εγ33 (17)

式中: Β = 1,⋯,N Β　;　Χ= 1,⋯,N Χ

Ρλ(ΒΧ)
22 = a

(Χ)
2 Εγ11 + b

(Χ)
2 Εγ22 + c

(Χ)
2 Εγ33 (18)

式中: Χ= 1,⋯,N Χ

Ρλ(ΒΧ)
33 = a

(Β)
3 Εγ11 + b

(Β)
3 Εγ22 + c

(Β)
3 Εγ33 (19)

式中: Β = 1,⋯,N Β

Ρλ(ΒΧ)
23 = b6Εγ23 (20)

Ρλ(ΒΧ)
13 = bΒ

5Εγ13　　 (Β = 1,⋯,N Β) (21)

Ρλ(ΒΧ)
12 = bΧ

4Εγ12　　 (Χ= 1,⋯,N Χ) (22)

　　将式 (17)～ (22)代入式 (3)就可以得到 Ρλ=

C Εγ。

2　纤维位置随机的计算机模拟

　　研究复合材料各项弹性性能统计特性最可靠

的方法是实验,但是要得到比较准确的统计结果,

需要大量的样本,费用昂贵,本文采用计算机模拟

的办法。先假设纤维位置的随机变化规律,使用

M on te2Carlo 生成多个复合材料的数字化样本,

然后使用 GM C 模型分别计算出各个样本材料的

刚度矩阵,将刚度矩阵换算为需要的弹性参数。最

后使用数理统计的方法对计算结果进行研究得到

材料弹性参数的概率密度分布图。

在对材料截面进行模拟之前先要做如下假

设:

(1) 材料中各个组分是各向同性材料。

( 2) 组分材料的弹性参数为定值,不具有随

机性。只有纤维中心位置发生随机变化。

( 3) 基体与纤维之间为理想结合,不存在界

面与开裂,整个材料是一个完整的连续体。

表 1列出了本文复合材料组分的弹性模量和

泊松比。

表 1　各组分的弹性参量

Table 1　Elastic module and Po ison’s ratio

of f iber and matr ix

E öGPa Λ

纤维

基体

380

75

0125

0130

采用M on te2Carlo 模拟纤维中心位置的随机

分布。复合材料在设计时,其纤维的中心位置的分

布都具有一定的规律。比如四方形排列、矩形排

列、方形对角排列和纤维六角形排列等[5 ]。假设纤

维中心的位置在设计位置附近随机分布。偏移量

dx 和 dy 是独立的服从某种分布的随机变量,见

图 3。图 3所示截面为圆形纤维方形排列。图中阴

影部分代表纤维,白色部分代表基体。图中纤维边

界为虚线的代表纤维的设计位置,纤维位置偏移

量为 dx 和 dy。
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为了便于说明问题,本文分别采用均匀分布

和正态分布来模拟纤维中心位置的随机变化。实

际应用中可以选择适合实际情况的分布函数。

图 3　纤维的位置随机

F ig. 3　T he po sit ion of fiber is a random variab le

2. 1　均匀分布模拟纤维位置随机

　　采用均匀分布模拟纤维位置随机变化时,纤

维中心位置的偏移量 dx , dy 分别在 [X l, X 2 ]和

[Y l, Y 2 ]内均匀分布。图 4是采用均匀分布模拟纤

维位置随机的模拟截面效果图,图 5 是实际材料

截面的照片[6 ] ,从两图的对比可以看出模拟的效

果已经相当接近实际的纤维分布。

2. 2　正态分布模拟纤维位置随机

　　采用正态分布模拟纤维位置随机变化时,纤

维中心位置的偏移量 dx 和 dy 是 2 个独立的随

机变量。分别服从N (Λ1, Ρ1)和N (Λ2, Ρ2)的分布。

通常 Λ1= Λ2= 0。图 6为模拟截面图。

当各种各样的模型作为 GM C 模型的输入

时, 需要对模型划网格。GM C 模型使用矩形网

格,当图形比较复杂时,为了避免划分网格带来的

困难,可以使用像素作为GM C 模型的子胞。这样

不仅可以直接利用已有的数字化图像,而且利用

像素划分网格将使每一个子胞的大小相同。这样

计算过程中 (6)式的
A　B

B′　D
成为一个实对称矩

阵,从而可以利用实对称矩阵的特点简化计算过

程,提高计算速度。

现在回过头来讨论 GM C 模型的基本假设。

GM C 模型的结论是在周期性条件下得到的。这

里的周期性条件是指“几何周期性”和“周期边界

条件”。这两个基本假设要求代表体元在材料的截

面中周期出现,并且代表体元的位移边界条件和

应力边界条件也是周期出现的。但是在以上的讨

论中,模拟的截面并不严格满足这两个周期性条

件。这会带来一定的误差。但是文献[ 7 ]的分析表

明,即使不严格满足 GM C 模型的假设,它仍然可

以较精确地计算出材料的横向响应。从而得到材
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料的宏观弹性参数,因此本文的计算结果具有足

够的精度。

3　复合材料有效性能统计特性研究

3. 1　纤维位置均匀分布下材料有效性能

　　　　　　　　统计特性

　　本节使用表 1材料作为模拟的组分材料。定

义:变异系数= 均方差ö均值。变异系数真实地反
映了分散性的大小。当纤维半径取不同的数值时,

模拟并计算得到各个弹性参量变异系数随纤维体

积比的变化曲线 (见图 7～图 9)。从图 7～图 9可

以看出由纤维位置随机引起的材料性能的分散性

随纤维体积比的变化规律是一个从小到大再到小

的曲线。这时因为当纤维体积比较小时,尽管纤维

中心位置波动的范围较大,但是由于纤维在复合

材料中的百分比较小,所以导致这种波动的影响

较小。当纤维体积比较大时,虽然纤维在材料中的

百分比较大, 但是, 由于纤维之间的距离都比较

小,所以纤维偏离中心位置的范围也较小。只有当

图 10　E 1 的概率密度分布图

F ig. 10　T he p df of E 1

纤维体积比到达一个恰当的数值时,纤维的位置的

随机性的影响才能显著地反映出来。本文没有列出

E 1 和G 23的变化曲线,是因为 E 1 和G 23几乎不受纤

维位置的影响。因此它们的变异系数接近于零。

为了研究当纤维位置平均分布时,材料性能

的分布规律,本文采用 GM C 模型计算得到一系

列材料弹性参数。拟合得到各弹性参量的概率密

　图 11　E 2, E 3, G 13和G 12的变异 图 12　Λ12, Λ13, Λ23和 Λ32的变异 图 13　Λ21和 Λ31的变异系数随V f

系数变化 系数随V f 的变化 的变化

F ig. 11　T he coefficien t of varia t ion F ig. 12　T he coefficien t of varia t ion F ig. 13　T he coefficien t of varia t ion

of E 2, E 3, G 13 and G 12 of Λ12, Λ13, Λ23 and Λ32 of Λ21 and Λ31　　　

图 14　E 1的概率密度分布图

F ig. 14　T he p df of E 1

度函数分布图。E 1 的分布图如图 10。其他弹性参

量的分布图与图 10类似。

3. 2　纤维位置正态分布下材料有效

　　　　　　性能统计特性

　　仍然将组分材料弹性参数设为表 1 中的数

值。用 GM C 模型计算出不同体积比下各个弹性

参量的变异系数。变异系数的计算结果见图 11～

图 13。由与 4. 1节类似的分析可以知道随着纤维

体积比的变化,各个弹性参数的分散性由小增大

再变小。

采用相关系数法拟合得到 E 1 的概率密度函

数分布图 (见图 14)。其他弹性参数的分布图与图
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14类似。

4　结　论

　　分析结果表明:

(1) 不论用均匀分布还是用正态分布模拟纤

维中心位置的随机变化,都可以达到较理想的效

果。材料截面模拟图与实际截面图象比较接近。

(2) 由纤维位置变化引起的材料分散性随纤

维体积比先增大然后减小。V f在 013～ 016之间,

变异系数存在极大值。

(3) 三参数威布尔分布和正态分布较好地描

述了各弹性参数的分布。

参考文献:

[ 1 ]　Graham L L , Gurleyb K,M asters F. N on2Gaussian Sim ula2

t ion of L ocal M aterial P roperties Basedon a M oving2W in2

dow T echn ique [ J ]. P robabilistic E ng ineering M echan ics,

2003, 18: 223～ 234.

[ 2 ]　范建华,杨庆雄. 复合材料弹性模量随机计算模型[J ]. 复合

材料学报, 1998, 15 (4) : 134～ 138.

Fan J ianhua, Yang Q ingx iong. Compo sitesM odeu les Calcu2

lated by Random F iber D istribu tion M ethod[J ]. A CTA M a2

teriae Comp ositae S in ica, 1998, 15 (4) : 134～ 138.

[ 3 ]　宋迎东,孙志刚,高希光. 纤维增强复合材料有效性能分散

性的研究[J ]. 航空动力学报, 2005, 20 (2) : 230～ 235.

SON G Ying2dong, SUN Zh i2gang, GAO X i2guang. Re2

search on D iscrepancy of F iber Reinfo rced Compo site Ef2

fective Perfo rm ance[J ]. J ou rna l of A erosp ace P ow er, 2005,

20 (2) : 230～ 235.

[ 4 ]　方岱宁,周储伟. 有限元计算细观力学对复合材料力学行为

的数值分析[J ]. 力学进展, 1998, 28 (2) : 173～ 188.

Fang D ain ing, Zhou Chuw ei. N um ericalA nalysis of theM e2

chan ics Behavio r of Compo sites by F in ite E lem en t M i2

crom echan ic M ethod [J ]. A p vances in M echan ics, 1998, 28

(2) : 173～ 188.

[ 5 ]　雷友锋. 纤维增强金属基复合材料宏—细观统一本构模型

及应用研究[D ]. 江苏 南京:南京航空航天大学, 2002.

[ 6 ]　孙志刚,宋迎东,高希光,等. 细观结构对复合材料热膨胀系

数的影响研究[J ]. 应用力学学报, 2004, 21 (2) : 146～ 150.

Sun Zh igang, Song Yingdong, Gao X iguang, et al. Influence

of M icro2Structual Geom etry on T herm al Expansion Coeffi2

cien t [ J ]. Ch inese J ou ran l of A pp lied M echan ics, 2004, 21

(2) : 146～ 150.

[ 7 ]　Characterization of L ocal Response of Random H eteroge2

neous M aterials U sing M oving2W indow GM C and F in ite

E lem en t A nalysis [R ]. by S iragy , Em an F arouk , P hD , U 2

N IV ER S IT Y O F V IR G IN IA , 2002, 131 P ag es, A A T

3057455.

[ 8 ]　宋迎东,雷友锋,高德平,等. 通用单胞法模型预测纤维增强

钛基复合材料弹性性能[A ]. 第十届航空发动机结构强度

与振动会议征文集[C ]. 安徽歙县: 2000: 137～ 141.

[ 9 ]　X iaom ing Chen, Papathanasiou T D. In terface Stress D istri2

bu tions in T ransversely L oaded Continuous F iber Compo s2

ites: Parallel Computation in M ulti2F iber RV E s U sing the

Boundary E lem en t M ethod [ J ]. Comp osites S cience and

T echnology 64, 2004: 1101～ 1114.

[ 10 ]　傅惠民,高镇同. 确定威布尔分布三参数的相关系数优化

法[J ]. 航空学报, 1990, 11 (7) : 323～ 327.

FU H ui2m in, GAO Zhen2tong. Op tim ization M ethod fo r

D eterm ination of Coefficien ts of 32Param eter W eibu ll D is2

tribu tion [ J ]. A cta A eronau tica E t A stronau tica S in ica,

1990, 11 (7) : 323～ 327.

[11 ]　A boudi J. M echan ics of Compo site M aterials- A U nified

M icrom echan ical A pp roach [ R ]. E lsev ier, A m sterd am ,

1991.

985第　4　期 高希光等: 纤维位置随机引起的复合材料性能分散性研究


